1 Matematyka = Macierze

Witam w naszym drugim odcinku matego poradnika matematycznego. Poprzednim razem powiedzieli§my sobie sporo na
temat wektorow i wszelakich operacji, jakie na nich przeprowadzaé. No ale jak juz od dawna wiemy, samymi wektorami to
My wiele nie naszalejemy. Kiedy$ nasze statyczne sceny zaczna nam si¢ w koncu nudzi¢ i zapragniemy, zeby cos si¢ na nich
ruszato. Bedziemy musieli oczywiScie przebrnaé przez masg¢ wzoréw i uktadow réwnan, ale jest co$, co niewatpliwie nam
pomoze. Tym czyms sa macierze. Zeby jednak nie by¢ golostownym i nie zaczynaé wszystkiego z powietrza na poczatek
par¢ stow skad, jak i po co.

Czym zatem jest macierz. Jesli patrzylibySmy w strong poprzedniego tutorialu to mozna by powiedzie¢, ze jest to roOwniez
tablica. Tylko, Ze tym razem jest to tablica prostokatna. Co to znaczy. Jest to tablica dwuwymiarowa, czyli posiadajaca tak
zwane wiersze 1 kolumny. Wiemy, ze wektor ma kolejne sktadowe, po prostu oznaczone kolejnymi numerami 1, 2, 3, ... itd.
W macierzy jest troszke inaczej. Aby jednak sobie doktadnie to uzmystowi¢ moze pokazmy sobie przyktadowa macierz.

W macierzy moze by¢ dowolna ilo$¢ kolumn i wierszy, podobnie jak w wektorze moze istnie¢ dowolna ilo§¢ elementow. My
oczywiscie bgdziemy si¢ postugiwaé macierzami o $cisle okre§lonym rozmiarze. Zanim jednak zaczniemy tworzy¢ nasze
pierwsze macierze najpierw kilka stow. Poszczegdlne elementy macierzy moga by¢ liczbami rzeczywistymi. Kto§ moze si¢
zastanawiac po co w ogodle sa one nam potrzebne. Na pierwszy rzut oka wyglada to jak wymyst chorego matematycznego
umyshu i kolejny, zupetnie bezuzyteczny bajer. Jednak jak dalej si¢ przekonamy wlasciwie dzisiaj bez macierzy nie istnialaby
wspotczesna grafika 3D. Macierze sa wymarzonym narzg¢dziem do przeprowadzania obliczen i rozwiazywania rownan.
Latwos¢ ich implementacji w komputerowym $wiecie i zoptymalizowane szybkosciowo algorytmy operacji na nich
powoduja to, ze i my nie bgdziemy si¢ bez nich mogli obejs¢. No ale przed nami jeszcze daleka droga. Podobnie jak w
przypadku wektoréw na macierzach bedziemy mogli sobie wykonywaé¢ pewne operacje. Wiasciwie trudno zwyklemu
$miertelnikowi wyobrazi¢ sobie co mozna zrobi¢ z takim tworem, ale paradoksalnie im bardziej skomplikowane co$ w
matematyce tym wigcej z tym mozna zrobi¢ ;). C6z my wigc mozemy ? Ano zacznijmy podobnie jak z wektorami.

e Dodawanie.

Po pierwsze macierze mozemy dodawac. Podobnie jak z wektorami nie bgdzie to dodawanie zwyczajne. Macierze, aby moc
by¢ dodane bgda musialy spetnia¢ okreslone warunki. Aby dodaé do siebie dwie macierze musza one by¢ doktadnie tego
samego rozmiaru czyli mie¢ taka sama liczbg wierszy i kolumn. Nie mozna doda¢ macierzy, ktore ro6znia si¢ od siebie
rozmiarami ( oczywiscie taki sam przypadek bedzie miat miejsce przy odejmowaniu ). Ponizszy przyktad pokazuje jak majq
si¢ do siebie poszczegdlne sktadniki macierzy przed i po dodaniu. Widaé tutaj oczywiscie coraz wigksze skomplikowanie
dziatan, ale nie jest to jeszcze nic tragicznego. Mysle, ze dodawanie jest w miarg proste, prawda ? Identycznie jak w
przypadku wektoréw suma ( ewentualnie réznica ) odpowiadajacych sobie sktadowych macierzy tworzy odpowiedni element
W NOwo powstajacej macierzy.

e  Mnozenie macierzy przez skalar.

Podobnie jak wektor mozemy tez macierz pomnozy¢ lub podzieli¢ przez wartos¢ skalarna. Odbywa sig to takze niemal
identycznie jak w przypadku wektora - po prostu bierzemy kazdy element macierzy i mnozymy go przez podana liczbe.
Ponizsze rownania doskonale ilustruja te dziatania i myslg, Ze sa one zupetnie dla wszystkich mam nadziej¢ zrozumiate.




2 Matematyka = Macierze

e  Mnozenie macierzy.

Bardzo wazna i niesamowicie czgsto przez nas wykorzystywana sprawa jest mnozenie macierzy przez siebie. W
przeciwienstwie do dodawania, mnozenie ma t¢ ( nie wiem czy mozna to tak nazwac ;) zaletg, ze macierze nie musza by¢
doktadnie tego samego rozmiaru ale musza spetnia¢ pewne inny warunek bez ktoérego ich mnozenie nie byloby mozliwe.
Ot6z, aby pomnozy¢ dwie macierze przez siebie to liczba kolumn w pierwszej musi by¢ rowna liczbie wierszy w macierzy
drugiej. By¢ moze wprowadza to pewne zamieszanie w nasze rozwazania, ale bez tej wlasciwos$ci nie moglibySmy bez
stresowo korzysta¢ z wynalazku macierzy w naszej tworczosci. Oczywiscie mnozenie jest trochg bardziej skomplikowane niz
mnozenie liczb czy nawet wektorow. Jak dokonaé wigc tego skomplikowanego zadania. Przypatrzmy si¢ najpierw og6lnemu
algorytmowi mnozenia na przyktadzie dwoch jednakowych ( rozmiarami ) macierzy:

Najpierw bierzemy pierwsza liczbg z pierwszego wiersza macierzy pierwszej i mnozymy ja przez pierwsza liczbg w
pierwszej kolumnie macierzy drugiej. Czyli dostaniemy:

Wyniku nie zapisujemy w zadnej nowej macierzy bo to jeszcze nie koniec. Zapisujemy ten wynik sobie gdzie$ na boku a my
mnozymy dalej. Bierzemy druga liczbg z pierwszego wiersza pierwszej macierzy i mnozymy przez drugg liczbg z pierwszej
kolumny macierzy drugiej. Otrzymany wynik dodajemy do tego, ktory mamy z poprzedniej operacji mnozenia i znowu
zapisujemy na boku:

4. C =70

Poniewaz jednak mamy nadal nie pomnozone czynniki w wierszu macierzy pierwszej i kolumnie macierzy drugie;...
mnozymy dalej ! A wigc trzeci element wiersza z macierzy pierwszej z trzecim elementem kolumny pierwszej macierzy
drugiej ( uwazajcie, zeby sig nie zgubic ) i oczywiscie dodajemy to do naszego tymczasowego wyniku:

Tak postgpujemy, az wymnozymy wszystkie sktadniki wiersza macierzy pierwszej i kolumny z macierzy drugiej i dodamy
do siebie. Powstanie nam w wyniku tego niewatpliwie pewna liczba, ktora widzicie ponizej razem z rozpiska catego
przeprowadzonego przez nas dziatania:
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Cdz z nig bedziemy mogli sobie zrobi¢ ? Otdz jak stusznie si¢ zapewne domyslamy po wymnozeniu macierzy powinnismy
takze dosta¢ macierz. Liczba, ktora otrzymaliSmy podczas naszego przyktadowego mnozenia niewatpliwie wezmie jaki§
udziat w tej naszej nowej macierzy. A jaki to bedzie udzial ? Ot6z liczba ta bedzie sktadnikiem naszej nowej macierzy. Kto$
oczywiscie natychmiast podniesie reke 1 zapyta - a w ktorym miejscu macierzy nalezy ja umiesci¢ ? Domyslec jest si¢ chyba
bardzo tatwo, prawda ? Popatrzmy sobie na macierz pierwsza i druga. Z pierwszej wzigliSmy wiersz numer 1 a z drugiej
kolumng nr 1. Czy co§ wam juz §wita ? My szukamy miejsca w macierzy, wspotrzednych naszego elementu, na ktore
sktadaja si¢ numer wiersza i numer kolumny gdzie umieszczony zostanie nasz element. Patrzac na nasze macierze i numerki
o ktorych pisaliSmy przed momentem wida¢ zapewne od razu. Wspoétrzedne te to nic innego jak numer wiersza i kolumny, z
ktorych to sktadaliSmy nasz mnozony element. W naszym przypadku byty to 11 1, czyli nasz element bedzie potozony w
nowej macierzy w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie nowej macierzy. Tak samo oczywiscie bedziemy postgpowaé w
przypadku innych wierszy i kolumn. Gdy wezmiemy na przyktad wiersz 1 i kolumng trzecia to element bedzie lezal we
wspolrzednych (1, 3 ). I tak mozemy si¢ bawi¢ az wszystkie elementy macierzy beda juz na swoich miejscach. Kazdy
poczatkujacy programista na studiach na pewno nie raz ztorzeczyt na funkcje do mnozenia macierzy. Ale w grafice jest to
jedna z najbardziej podstawowych operacji i na pewno umiejgtno$¢ mnozenia macierzy przyda nam si¢ bardzo w przysztosci.
Tak wigc na pewno warto przyswoic sobie ta operacj¢ blizej i zapamigtac ze szczegotami. Ogdlny wzor na element w
macierzy wyglada nastgpujaco, jesli zatozy¢ na przyktad, ze "m" to liczba kolumn w pierwszej macierzy, odpowiadajaca
Scisle ilo$ci wierszy w macierzy drugie;j:
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Skoro jest mnozenie to powstaje pytanie co z dzieleniem. Jesli przygladniemy sig¢ algorytmowi na mnozenie to wida¢ od
razu, ze operacji odwrotna nie bardzo da si¢ zrobi¢. No bo przeciez musieliby$my z jednego elementu wygenerowaé wiersz
w jednej i kolumng w drugiej macierzy. Dlatego tez dzielenia macierzy nie bedziemy stosowaé w naszej grafice.

e  Wyznacznik.

Ciekawa rzecza dotyczaca macierzy jest tak zwany wyznacznik. Z czym to sig je i czy nam si¢ przyda w grafice 3D ? Aby
mowi¢ o wyznacznikach powinni$my poznac jeszcze taki termin jak macierz kwadratowa. Charakteryzuje si¢ ona tym, ze
posiada taka sama liczbg wierszy i kolumn. Czyli macierzami kwadratowymi beda zarowno macierze posiadajace jeden
wiersz i jedna kolumng, jak i takie, dla ktorych liczba ta bedzie wynosi¢ 10. Dlaczego pisz¢ o macierzach kwadratowych ?
Oto6z dlatego, ze aby moc policzy¢ wyznacznik bedziemy potrzebowaé wlasnie macierzy kwadratowej. Nie damy rady
policzy¢ wyznacznika dla macierzy posiadajacej na przyklad jeden wiersz i trzy kolumny ( albo odwrotnie ). Wyznacznik jest
liczba utworzona z elementdw macierzy. Ze wzgledu na jego definicj¢ klopotliwe jest jego policzenie, szczegodlnie dla
macierzy wigkszych niz 2 x 2. Wyznacznik macierzy n x n jest zdefiniowany w zaleznosci od wyznacznikéw mniejszych
macierzy, ktore mozemy znalez¢é w naszej macierzy gtdéwnej. Wspomniatem co$ o macierzy 2 x 2, dlaczego ? Otdz jesli
nasza macierz bedzie zdefiniowana w taki sposob jak ponizej to wyznacznik takiej macierzy mozemy policzy¢ bardzo tatwo,
bedzie on wynosit:

gdzie Alj, bedzie wyznacznikiem macierzy powstatej po usunigciu pierwszego wiersza i i-tej kolumny z macierzy o
wymiarach n X n a rozmiar tej nowej macierzy bgdzie wynosit oczywiscie (n- 1) x (n - 1). Obliczenia wyznacznika
macierzy o duzych rozmiarach w ten spos6b moga przyprawi¢ o bol glowy, ale od czego mamy komputery i genialne
algorytmy ;). Oczywiscie na upartego mozemy liczy¢ wyznaczniki sami, ale przeciez jest tyle gotowych implementacji, ze
chyba nie warto zawracac sobie tym glowy. Zatozg si¢ tez, ze duzo z was miato takie przejécia na studiach. Ale w ramach
wolnego czasu lub dla sportu mozna sprobowac i potem na przyktad sprawdzi¢ sobie w Matlabie albo Mathcadzie, ale to juz
zostawiam wam 1 waszej silnej woli. Jesli pragniecie sami sprobowac swoich sit w liczeniu wyznacznikoéw to polecam jakas
grubsza ksiazke do algebry liniowej i zapoznanie si¢ na przyktad z rozwinigciami Laplace'a. Za$ przyktadowy wyznacznik
naszej macierzy wynosi:

e Transpozycja
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Kolejna, unikalna operacja mozliwa do przeprowadzenia z udzialem macierzy, wynikajaca z jej specyficznej budowy jest tak
zwana transpozycja macierzy. Na czym polega ? Otoz jak juz wiemy doskonale macierz sktada si¢ z wierszy 1 kolumn. Ot6z
mozemy sobie wzia¢ jakakolwiek macierz i zamieni¢ kolumny z wierszami. To znaczy pierwsza kolumna macierzy stanie si¢
pierwszym wierszem przeksztalconej dzigki transpozycji nowej macierzy. I kolejno, druga kolumna bedzie drugim wierszem
itd. To samo oczywiscie bedzie miato miejsce w przypadku wierszy, ktore stang si¢ kolumnami. Jak mozna od razu tez
zauwazy¢ rozmiar macierzy bedzie si¢ zmienial, w zalezno$ci od tego ile bedzie posiadata kolumn i wierszy. Ilo§¢ kolumn
zmieni si¢ w ilo§¢ wierszy i odwrotnie. Rysunek rozwieje wam na pewno wszelkie watpliwosci mam nadziej¢ co do samej
istoty tej operacji, ktéra nie jest jakas zbytnio trudna:

e  Macierz jednostkowa

Ciekawym przypadkiem w naszych rozwazaniach jest tak zwana macierz jednostkowa. Charakteryzuje si¢ ona tym, ze po
pierwsze jest macierza kwadratowa, po drugie wszystkie wartosci sktadnikow macierzy maja warto$¢ zero, procz tych, ktore
znajduja si¢ na przekatnej. Przekatna macierzy to nic innego, tylko kolejne elementy, ktore posiadaja taki sam numer
kolumny i wiersza, w ktorym sig znajduja, czyli kolejno A1l, A22, A33 itd... w zaleznos$ci od rozmiaru macierzy. Dlaczego o
niej wspominam ? Ano przyjrzyjmy si¢ za chwilg kolejnej operacji. A macierz jednostkowa wyglada nastepujaco:

e  Odwracanie macierzy

Bardzo wazna, szczegodlnie dla nas, robigcych w grafice operacja na macierzach jest tak zwane odwracanie macierzy. Jest to
takze chyba jedna z bardziej skomplikowanych operacji na macierzach jakie mozna wykona¢ w naszych poczatkach. Zanim
omoéwimy sobie odwracanie macierzy trzeba wspomnie¢ oczywiscie o ograniczeniach, bo takowe sa. Podobnie jak w
przypadku liczenia wyznacznika macierz musi by¢ kwadratowa, nie da si¢ odwrdci¢ macierzy o jednym wierszu i trzech
kolumnach, albo jakiej$ innej kombinacji. Dodatkowym warunkiem jest wyznacznik tej macierzy rézny od zera. Jesli
spelniamy wszystkie te warunki to macierz odwrotna bgdzie zdefiniowana nastgpujaco. Jesli pomnozymy dwie macierze A i
B przez siebie i w wyniku tego mnozenia dostaniemy macierz jednostkowa to bedzie znaczylo tyle, ze macierz B jest
odwrotna do macierzy A i mozemy ja zapisa¢ jako A(-1). Fakt tego, ze A*B daje nam macierz jednostkowa implikuje to, ze
operacja B*A da nam tez ten sam wynik. Sposobow na obliczanie macierzy odwrotnych jest wiele, najbardziej znanym i
przydatnym na nasze potrzeby jest wykorzystujacy tak zwang eliminacj¢ Gaussa. I tu znowu odsytam was do podrgcznikow,
jesli ktos jest chetny. My w swoich programach bedziemy wykorzystywac juz sprawdzone i gotowe funkcje, ktére zrobia
wszystko za nas. Jesli za$ bedziecie czuli niedosyt to postaram si¢ to w jaki$ sposdéb wam wynagrodzié. Jesli nasza macierz
przyktadowa odwrocimy to dostaniemy za programem matematycznym:

0,301 O

0,054

e Na zakonczenie

Prawie wszystkie te operacje na macierzach z pewnoscia nie raz byly watkowane na lekcjach informatyki i byly tematem
programow zaliczeniowych. My na szczg$cie nie bgdziemy musieli znow przechodzi¢ katuszy z tym zwigzanych, cho¢
oczywiscie dobrze byloby zna¢ wszelkie operacje i sposoby ich przeprowadzania, zeby w razie czego mozna byto sobie
napisa¢ w krotkim czasie. Poniewaz juz znamy najbardziej przydatne z nich, dlatego w nastgpnej kolejnosci omoéwimy sobie
jak macierze przekladaja si¢ na przeksztalcenia w przestrzeniach 2 i 3D. Na Internecie na pewno mozna znalez¢ wiele
gotowych implementacji powyzszych operacji, tak ze nie bedziemy musieli zanadto wysila¢ naszego umystu, ale ogolne
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pojgcie trzeba mie¢ swoja droga. Mam nadziejg, ze to na razie wystarczy a my przejdziemy dalej w naszych rozwazaniach,
zeby moc powroéci¢ na drogg prawdziwej grafiki 3D. Do nastgpnego razu wige.



