1 Matematyka = Wektory

Witam.

Dzisiaj bgdzie trochg nietypowy ale bardzo potrzebny tutorial. Juz zrobilismy bardzo duzo jesli chodzi o samego DirectX'a,
znamy sporo roznych fajnych sztuczek, ale pewnie wielu z was ma niejasne wrazenie, ze czego$ mu brakuje. Owszem,
potrafimy postugiwac si¢ macierzami, mozemy sobie obiektami obraca¢, przesuwac i robi¢ co nam sig tylko podoba. Mamy
gotowe funkcje do tworzenia potrzebnych nam macierzy przeksztatcen bez wglebiania si¢ w istotg ich budowy. Wielu z was
zapewne jednak czuje ( i zupehnie stusznie ), ze jesli nie dowiemy si¢ w koncu prawdy jak to wszystko dziata to bedziemy
mie¢ coraz trudniej. Aby stworzy¢ jakies wymyslne sztuczki bedziemy potrzebowaé wiedzy na trochg nizszym poziomie niz
dotychczas. Wglebimy si¢ wige w tym tutorialku w istot¢ matematyki stosowanej, na ktorej to opiera si¢ dzisiaj praktycznie
cata grafika 3D. W serii tych tutoriali dowiemy si¢ co to wektor, macierz i inne podobne wynalazki, jakie mozna wykona¢ na
nich operacje i po co nam one bgda potrzebne. I zapewniam, ze jesli znudzita wam si¢ juz troche meka z naszymi tutorialami
to odkryjemy na nowo pigkno catej tej grafiki 3D ;). W dzisiejszym tutorialiku powiem wigc sobie o wektorach. Tak w
zasadzie powinniscie wiedzie¢ czym jest wektor i do czego on stuzy, ale tak dla porzadku powiemy sobie dzisiaj od poczatku
do konca.

A wigc przechodzac do sedna sprawy. Przypomnimy sobie po prawdzie co wazniejsze pojecia, ale bedzie to tylko po tebkach.
Pytanie c6z wigc bedziemy takiego robi¢. Otoz wrocimy do catkowitych podstaw. Dowiemy sig¢ o operacjach na wektorach,
potem przejdziemy do macierzy a skonczymy na zaawansowanych zagadnieniach i sztuczkach, ktore bedziemy
wykorzystywa¢ w dalszej nauce DirectX. Rozpoczniemy od rzeczy najprostszych a zapewniam was, ze po tej serii tutoriali
grafika 3D nie begdzie miata dla was tajemnic. Zacznijmy wigc bez zwlekania.

Pierwszy raz o wektorach pewnie styszeliScie na fizyce a moze na matematyce. Pamigtacie na pewno strzalki rysowane przez
Pana/Pania na tablicy pokazujace kierunek lotu pocisku albo predkos¢ ciata na znienawidzonej réwni pochytej ;). Moze
wigkszo$¢ z was nie rozumiata a moze nawet do dzi$ nie rozumie co tak naprawde oznaczat ten wektor. Teraz wlasnie
sprobujemy wytlumaczy¢ to sobie. Wyobrazmy sobie samochodd jadacy po drodze ruchem jednostajnym po prostej. Jedzie on
w okreslonym kierunku, pokazywanym przez nasz wektor. I to jest chyba jasne - kierunek tej strzatki to inaczej kierunek
wektora. Samochod jak wiemy moze jechaé szybciej lub wolniej - powstaje zatem pytanie - jak to mozna by pokazac za
pomoca wektora. Robiliscie na pewno to w szkole wiele razy a moze nawet nie zwracaliscie na to uwagi. Rzecz zupetnie
przeciez banalna - im dtuzsza strzatke ( wektor ) narysujemy, bedzie to znaczylo, ze samochéd jedzie szybceiej. Mamy wigc
na tapecie dwie podstawowe wiasnosci wektora - jego kierunek i dlugosé. Wszyscy pewnie zadaja sobie teraz pytanie po jaka
cholerg o tym mowig. Co to ma wspolnego z grafika komputerowa ? Jak wielu si¢ juz przekonato a wielu przekona - bardzo,
bardzo wiele. Zarowno kierunek wektora jak i jego dtugos¢ to beda dwie wielkosci, z ktorych bedziemy bardzo czg¢sto
korzysta¢. Aby jednak moc z nich korzysta¢ musimy wiedzie¢ do czego nam si¢ przydadza. W skrocie mowiac - przydadza
nam sig... do wszystkiego. Do wyznaczania punktéw, do obliczania odlegtos¢, identyfikowania powierzchni, animacji itd. itd.
Mozna by rzec, ze grafika 3D wektorem stoi. No dobra - pisz¢ i pisz¢ a czym tak naprawdg jest ten wektor. Jedna z bardziej
przydatnych nam - komputerowym grafikom definicji méwi, ze wektor jest to pewien zbidr liczb rzeczywistych, zawierajacy
n - elementéw. Dla nas to "n" bedzie jasno i $cisle okreslone. Jesli bedziemy robi¢ grafike to nasze wektory beda zbiorami, a
nalezatoby raczej powiedzie¢, ze tablicami liczb. Dla 2D taka tablica bedzie zawiera¢ 2 liczby, dla grafiki 3D n = 3. Wigcej
wymiardw na razie nie jest przewidziane w naszym $wiecie, ale kto wie, co przyniesie przysztosc ;). Wektory jak pamigtacie
oznacza si¢ strzatka, co§ w tym stylu na przyktad:

Coz dla nas moga oznaczac te poszczegolne liczby. Nie mozemy zapomnie¢, Ze patrzymy caly czas na to wszystko przez
pryzmat wspotrzednych, bryt trojwymiarowych i przeksztatcen. Czym dla nas moze by¢ tablica liczb rzeczywistych ?
Pierwszym i zupetnie oczywistym zastosowaniem wektora jest przechowywanie w nim wspotrzednych naszych punktow.
Jest to bardzo dobre miejsce. Opierajac si¢ na tym mozna by wigc powiedzie¢, ze wektor okresla potozenie punktu w
przestrzeni. I doktadnie tak bedzie jesli zalozymy pewna rzecz - musimy mie¢ zdefiniowany uktad wspotrzednych, w ktorym
nasze punkty umiescimy ! Zapomnijmy na chwilg o strzatkach widzianych na fizyce czy matematyce rysowanych na tablicy.
Czy nie majac uktadu wspotrzednych moga istnie¢ wektory ? Alez oczywiscie ! Przeciez napisatem, ze wektor to tylko
tablica liczb ! Wyobrazcie sobie tablicg zawierajaca na przyktad 10 liczb - to przeciez tez bedzie wektor ! Tak samo jak
zawierajacy 1 czy 100 liczb... to caty czas jest wektor.

My jednak bgdziemy traktowac wektory jako co$ bardziej namacalnego a nawet widocznego. Dla nas wektory bedzie mozna
przedstawic¢ tez w troche innej formie niz tylko tablicg liczb. My wektory bedziemy mogli wrgez zobaczy¢. Oczywiscie
niesie to ze soba pewne ograniczenia co do ilosci jego sktadowych, ale o tym juz wiemy. Wigc jesli zalozymy, ze mamy
nasze odpowiednie wektory, mamy uktad wspotrzednych i mamy przestrzen, w ktorej mozemy widzie¢ - czym bgda
sktadowe wektora ? Jak wiemy, uktad wspotrzednych ma taka fajna cechg jak osie wspotrzednych z osiami i jednostkami na
tych osiach. Kazdy punkt, jaki sobie umie$cimy w takim ukladzie mozemy sobie jednoznacznie okresli¢, zarbwno w
przestrzeni dwu- jak i tréjwymiarowej. W porzadku, to wiemy. Co natomiast z wektorami ? Zatézmy, ze mamy wektor
dwuwymiarowy. Za tym oczywiscie idzie ograniczenie naszej przestrzeni do dwoch wymiaréw. Czym beda sktadowe
wektora ? Beda one tym, czym sa dla punktéw poszczegodlne wartosci - beda wspotrzednymi wektora. Poniewaz jednak
wektor rozni si¢ trochg od punktu, wigc te wspotrzedne to nie bedzie doktadnie to samo. Wspotrzedne naszego wektora
"graficznego" beda okreslac przez ile jednostek wzdhuz kazdej osi nasza strzatka sig ciagnie. Popatrzcie na rysunek ponizej,
ktéry powinien wam co nieco wyjasnic.
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Perspective

Wektor wisi sobie gdzies w powietrzu. Patrzac na niego wzdtuz ktorejkolwiek z osi uktadu wspoétrzednych mozemy policzyé
przez na ile jednostek na tej osi jest on diugi. I tak patrzac kolejno na wszystkie osie odczytamy sobie kolejne "wspotrzedne".
W tablicy liczb, ktéra bedzie naszym wektorem umiescimy sobie kolejno ilos¢ tych jednostek na osi X, Y 1 Z. Skoro wiemy
juz co beda dla nas oznacza¢ kolejne sktadowe wektora wroémy do naszego punktu. Napisalem, ze wektor moze okresla¢
potozenie punktu w przestrzeni. Dlaczego ? Zastandwmy sig teraz jeszcze raz nad wspolrzgdnymi wektora. Nasz wektor w
przestrzeni jak tatwo zauwazy¢ mozna w prosty sposob okresli¢ - ma on jaki$ koniec i jaki$ poczatek. Sa to... no oczywiscie -
punkty ! Punkty te maja swoje wspotrzedne. Punkt A to ( Ax, Ay, Az ) i punkt B ( Bx, By, Bz ). Czy majac te wspotrzgdne
mozna obliczy¢ wspotrzedne wektora ? Uczyli was na pewno tego w szkole $redniej, ale dla zapominalskich powiem - jasne,
ze tak ! A jak ? Nic prostszego - jesli dobrze sig przyjrzeé¢ to wystarczy od kazdej sktadowej punktu oznaczajacego koniec
wektora odja¢ odpowiednia sktadowa punktu oznaczajacego poczatek. Wigc majac dwa punkty mozemy sobie okresli¢
wektor jako:

A =(Ax, Ay, Az) - poczatek wektora
B = ( Bx, By, Bz ) - koniec wektora, wigc

i w ten sposob otrzymujemy dobrze nam znang tablicg liczb. A teraz znowu wracajac do punktow i ich potozenia. Poniewaz
juz wiemy jak robi¢ wektory wigc stworzmy sobie parg. Mamy punkty, ktore chcemy opisa¢ za pomoca wektoréw, wiecie
zatem jak to zrobi¢ ? Stworzmy wektory, ktorych konce bgda w punktach, ktore nas interesuja a poczatki w srodku uktadu
wspotrzednych, czyli w punkcie ( 0, 0, 0). Jesli teraz policzymy sobie wspoirzgdne wektorow to otrzymamy co ? Od razu
oczywiscie przyktad:

A = ( Ax, Ay, Az) - koniec wektora, nasz punkt.
O0=(0,0,0) - poczatek wektora.

Przypatrzmy si¢ wspotrzednym punktu i wektora. Wszystko jest juz jasne ? Jesli nie to dodatkowy rysuneczek dla
watpiacych ;)
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Perspective

No dobra, skoro mamy takie wektory to co my w zasadzie mozemy sobie z nimi zrobi¢. Mozemy wykona¢ dla przyktadu na
nich pewne operacje. Operacje, ktore pozwola nam na dokonywanie sztuczek, w wyniku ktorych krytycznym "ogladaczom"
naszych dziet opadna szczgki, ale zanim to nastapi bedziemy musieli jeszcze si¢ pomgezy¢. Pierwsza z operacji bedzie
dodawanie. Ale nie bedzie to dodawanie zwykle jak mozna si¢ domysle¢. No bo pomyslcie - jak doda¢ dwie tablice liczb ?
Co nam z tego wyjdzie ? Dodawanie wektorow odbywac si¢ bgdzie na trochg innej zasadzie niz zwykle. Dodawac¢ do siebie
bedziemy poszczegdlne sktadowe naszych tablic. Jest to dosy¢ logiczne bo jesli dodajemy do siebie dwa wektory to
chcieliby$my zeby wyszedl nam trzeci, prawda ? A jak to robi¢ ? Ano najlepiej zobaczy¢ sobie znowu na przykladzie.
Bedziemy potrzebowa¢ dwoch wektorow:

u=[ul,u2,u3].
w=[wl,w2,w3].

Jesli chcemy je teraz dodac to robimy tak:

| WL i _
1° J;.'-' + 3’ l:i + 3

Wychodzi nam trzeci, ktorego kolejne sktadowe sa suma odpowiadajacych sobie sktadowych z wektoréw, ktore dodajemy.
Myslg, ze jest to dla wszystkich jasne ? Oczywiscie to samo przektada nam si¢ na nasze wektory graficzne. Po dodaniu
dwoch wektorow, ktore sa narysowane w naszej przestrzeni powstanie nam trzeci.

Perspective

Mozna oczywiscie obej$¢ si¢ doskonale bez pomocy tablic i korzysta¢ metod graficznych do dokonywania operacji na
wektorach ( jak na przyktad reguta rownolegloboku ) ale nam one zupehie sig nie przydadza. My zapamigta¢ powinniSmy
raczej wlasnie operacje czysto matematyczne. Oczywiscie odejmowanie wektorow bedzie przebiegac na tej samej zasadzie.
Czyli przy zatozeniu, ze mamy te same wektory wejsciowe mozemy wykonac:
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Druga operacja jest mnozenie wektora przez liczbg rzeczywista. Jest to rownie proste jak dodawanie, z ta roznica ze teraz
mamy jeden wektor i jedna liczbg. Istota tej operacji polega na tym, ze kazda sktadowa wektora mnozymy przez nasza liczbg,
o tak:

a - czyli liczba, przez ktéra mnozymy.
u=[ul,u2, u3 ] - oczywiscie nasz wektor przez ktory mnozymy

Mnozenie w zapisie matematycznym wyglada tak:

Sadzg, ze nie wymaga to wigkszego komentarza ? Skoro mamy mnozenie, nie moze si¢ takze obej$¢ bez dzielenia. I tak samo
jak w przypadku dodawania i odejmowania bgdziemy mie¢ analogie:

Aby uzmystowi¢ wam jak dziala mnozenie i1 dzielenie oczywiscie maty rysuneczek prezentujacy wprawdzie mnozenie, ale w
druga strong nie trudno sobie chyba wyobrazic...

Perspective

Powyzej wspomniatem o dtugosci wektora. Czym ona jest ? Jesli wyobrazimy sobie nasz wektor graficzny to idac niejako
"po nim" w przestrzeni bedziemy mogli powiedzie¢ na ile jednostek ( ktore sa na osiach uktadu wspotrzgdnych ) nasz wektor
si¢ ciagnie. Wielko$¢ ta bedzie liczba rzeczywista, jak kazda inna dtugos¢ - w tym wzgledzie wektory nie ro6znig si¢ niczym
od innych wytworéw matematyki. A jak policzy¢ jego dlugos$c¢ ? Jak zwykle postuzymy si¢ naszym ulubiencem:

u=[ul,u2,u3].

W takim przypadku jego dlugo$¢ wyrazona zostanie wzorem:

Dlugos¢ wektora bedziemy oznaczali jako |u|. Bardzo tatwo zauwazy¢, ze znajac wzor na dlugo$¢é wektora mozemy sobie
obliczy¢ odleglos¢ pomigdzy punktami w przestrzeni, prawda ? Wystarczy tylko wrocié¢ trochg wstecz i juz bedziemy
wiedzie¢ jak:

A = ( Ax, Ay, Az) - punkt oznaczajacy poczatek wektora,
B = ( Bx, By, Bz ) - punkt oznaczajacy koniec wektora, wigc nasza szukana odlegltosc:
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Perspective

Na pewno tez natkngliscie si¢ juz w dokumentacji na takie pojgcie jak wektor jednostkowy, moze styszeli$cie tez cos takiego
jak wersor ( to to samo ). Co to jest ? Otoz jest to wektor o dtugosci 1. Jesli narysujemy sobie pewien wektor w przestrzeni,
zmierzymy go linijka z jednostkami, ktore sa na naszych osiach i okaze, ze tych jednostek nasz wektor ma doktadnie 1 to
bedzie on wektorem jednostkowym. Dotychczas mogliscie si¢ spotykaé z wektorami kierunkowymi na osiach uktadu
wspotrzednych, ktore to wyznaczaly kierunek tych osi. Kazdy z takich wektorow miat oczywiscie dtugo$¢ 1 a poniewaz
kazdy z nich byt réwnolegly do ktdrejs z osi wige dwie z jego wspotrzednych musiaty mie¢ warto$¢ zero a jedna rownata sig
1. Dla poszczegolnych osi wspotrzgdne wektorow wynosity wige:

Jesli wektor jednostkowy bedzie natomiast skierowany gdzies w $wiat ( po dowolnym katem ) to jego wspotrzedne zaczna
trochg si¢ gmatwacd, ale tatwo si¢ takze domysleé, ze sktadowe nie beda nigdy mogly przekroczy¢ wartosci 1. Dlaczego pisze
o wektorach jednostkowych ? Otoz dla pakietow graficznych obliczanie pewnych wartoéci lepiej jest dokonywac na
wektorach jednostkowych. Moga czasem wystapi¢ problemy jesli na przyktad bedziemy chcieli obliczy¢ jaki$ kat pomigdzy
wektorami i podamy takie wektory, ktorych dtugosci wynosza na przyktad 1000. Dlatego tez czgsto istnieje potrzeba tak
zwanej normalizacji wektora, czyli nadania mu dhugosci 1 bez zmiany jego kierunku. Jak tego dokona¢ ? Ano nic prostszego:

czyli dzielimy kazda sktadowa wektora przez jego dtugos¢. Po takiej operacji bedziemy mieli nowy wektor o takim samym
kierunku jak nasz stary, ale bedzie on mial dlugos¢ 1.

Ale to jeszcze nie koniec. Przechodzi do fajniejszej zabawy. Aby osiaga¢ niebanalne efekty w dzisiejszej grafice musimy si¢
dowiedzie¢ o dwoch specjalnych operacjach jakich mozemy dokona¢ za pomoca dwoch wektoréw. Sa to iloczyny wektorow
( mnozenie ). I pewnie wielu z was nie zaskoczg jesli powiem o dwoch jego rodzajach. Bgdziemy mie¢ wigc do czynienia z
tak zwanym iloczynem kartezjanskim i skalarnym. Pewnie wielu z was czytajac dokumentacje do DX SDK lub literature
obcojgzyczng natknelo sig¢ na okreslenia "cross product” i "dot product". "Cross Product" to na nasze iloczyn kartezjanski,
natomiast "Dot Product" to inaczej iloczyn skalarny. Czym jest jedno i drugie ? Ano, zeby wyjasni¢ powiedzmy najpierw
sobie o bardzo, bardzo istotnej rzeczy. Wyobrazmy sobie dwa dowolne wektory w naszej przestrzeni U i W. Lezg sobie one
gdzie$, dowolnie. Maja swoje wspotrzedne, czyliu=[ul, u2, u3 Jiw=[ wl, w2, w3 ]. Zauwazmy, ze wektor ma taka
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cickawa a jednoczesnie wazna wlasciwos¢ - jesli przesuniemy oba koncowe punkty wektora na taka sama odlegltos¢ w takim
samym kierunku to... no wlasnie, to co ? Otoz - punkty po przesunigciu wyznacza¢ beda wyznacza¢ nowy wektor, co jest
chyba logiczne. Ale wektor ten bgdzie... no jaki ? Czy juz wiadomo ? No tak ! Begdzie doktadnie taki sam, jak przed
przesunig¢ciem wierzchotkow ! Mowiac taki sam mam na mysli to, ze bedzie mial ten sam kierunek i t¢ sama dhugosc ! Wigc
zapamig¢tajmy raz na zawsze. Przesuwanie punktow okreslajacych wektor, a co za tym idzie i samego wektora nie zmienia
zupetnie jego wlasciwosci ! Jesli kto$ nie wierzy, niech narysuje cho¢by na ptaszczyznie 2D jaki$ wektor, poprzesuwa jego
konce o te same wartosci i sprawdzi jego wspolrzedne. Wiasciwos$¢ ta jest bardzo, bardzo wazna. A dlaczego - zaraz si¢
okaze.

Wracajac zatem do naszych iloczynéw omdéwimy sobie moze najpierw iloczyn skalarny ( dot product ). Czym to jest ?
Iloczyn skalarny dwdch wektorow w zapisie matematycznym bedzie nastepujacy. Jesli zatozymy, ze mamy dwa wektory o n
- rozmiarze, czyli:

u=J[ul,u2,us3,...un]
w=[wl,w2, w3, ..wn],

to ich iloczyn skalarny bedzie miat postaé:

"||'|.|' = L], -y Ll
u-w = LW, + L

Taki jest sens matematyczny. Kto§ oczywiscie zapyta natychmiast jaki to ma sens graficzny. Co moze mie¢ wspolnego liczba
rzeczywista ( bo to jak wida¢ bedzie wynikiem takiego iloczynu ) z grafika 3D ? Jesli nadal bedziemy mysle¢ o tym iloczynie
w ten sposob to faktycznie nic nam si¢ nie nasunie ciekawego i mogliby$my da¢ mu spokoj. Ale byt kto$ w przesztosci, kto
postanowil si¢ dowiedzie¢ wigcej i w czasie swoich poszukiwan przypadkiem wymyslit inny wzor na iloczyn skalarny
wektoréw. Popatrzmy zatem na to:

gdzie ||u|| 1 ||w|| to oczywiscie dtugosci wektorow, x - kat pomigedzy zawarty pomigdzy tymi wektorami a cosinus to... no
wiadomo co ;). Kto§ znowu zawota - zaraz, zaraz... jaki kat ? Przeciez te wektory leza zupeie gdzie$ dowolnie w przestrzeni
a kat to wszyscy wiedza jak wyglada, wigc skad ten kat si¢ bierze ? Wro¢my do przesuwania wektorow w przestrzeni.
Powiedzieli$my sobie, ze przesunigcie nic nie zmienia jesli chodzi o kierunek i wartosci wektora. No to co nam teraz szkodzi
przesunaé jeden z wektorow ( w zasadzie dowolny z nich ) tak, aby jego poczatek znalazt si¢ w poczatku wektora drugiego ?
Nic ! Absolutnie nic. Mozemy go tam przesunaé no i wtedy juz wszyscy chyba zobacza ten kat pomigdzy nimi, prawda ? Ale
poniewaz przesunigcie nic nie zmienia, wigc my sobie nie bedziemy go przesuwaé ! No bo po co to robi¢ skoro to niczego
nie zmienia ? We wzorze widzimy, ze beda nam potrzebne dlugosci wektoréw i kat pomigdzy nimi. Na pewno przesunigcie
nam dhugosci nie zmieni, kierunku wektorow tez nie a wigc i kat si¢ nie zmienia ! Wigc mozemy sobie spokojnie nasze
wektory zostawi¢ na miejscu i policzy¢ dla nich iloczyn skalarny ! Po c6z nam bgdzie potrzebny taki iloczyn skalarny.
Wyobrazmy sobie na przyklad, ze piszemy nowy sposob o$wietlania naszej sceny, bo nie chcemy korzysta¢ ani z
cieniowania ptaskiego ani Gourauda ani zadnego innego. Chcemy na przyktad stworzy¢ nowe, genialne cieniowanie
Kowalskiego. na pewno do tego celu bedzie nam potrzebna jedna rzecz. Kat jaki tworzy promien $wiatta z wektorem
normalnym ( co to juz za moment ). Promienie $wiatta rozchodza si¢ réznych kierunkach i w zaleznos$ci od tego pod jakim
katem padaja na powierzchnig tak ja rozswietlaja. My w naszym programie bedziemy przewaznie podawac pozycje Swiatla,
jego kierunek, pozycje wierzchotkow i tym podobne. Bedziemy wigc na ogot postugiwac si¢ wektorami i punktami. Skad
wigc wziac ten kat ? Ano wilasnie przed chwilg dowiedzieli§my sig skad ! Postuzy nam do tego wiasnie iloczyn skalarny.
Przypatrzmy si¢ wzorowi jeszcze raz:

Wriasciwie juz stad mogliby$Smy policzy¢ kat, ale nie byloby to dobre rozwiazanie. Dtugosci wektorow moga nam tutaj
bruzdzi¢ wprowadzajac pewne niedoktadnosci ( jesli beda one bardzo duze o co nietrudno w przypadku potozenia §wiatet na
przyktad ). Co mozemy sobie zrobi¢ ? Ano... znormalizujmy nasze wektory ! Kierunki im si¢ nie zmienia wigc zadne katy
takze nie. Po normalizacji zatem dlugos$ci obydwu beda wynosi¢ odpowiednio [ju]| =1 i ||w|| = 1. Wstawmy to do naszego
wzoru:

L-wy = COS |,__ [

1), az mito popatrze¢ prawda ? Taki prosty wzorek. Teraz nadszedt czas aby potaczy¢ teori¢ matematyczna z praktyka
graficzna. My bedziemy zna¢ tylko wektory, ich kierunki i wspoétrzedne. Checemy kat, c6z wigc robi¢ ? Ano przypomnijmy
sobie pierwszy wzor matematyczny:
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U = LW+ LW+ U

Majac dane naszych wektoréw mozemy sobie to bez problemu policzy¢ ! Mamy juz wigc prawie to czego szukamy.
Wstawiamy dalej i mozemy sobie napisac:

Lo 4+ L, + Lw's + o+ U W = cosf o)
1 1 4 d E] E! [u] L

El n]

stad szukany nasz kat bgdzie wynosit:

ArCCcas II.-I -yt [} o [} - E
arccos I-.__'ll 1 + U ) ..+ u |

2 ] n n,

To taki prosty przyktad na to, do czego moze nam si¢ przydac iloczyn skalarny wektorow. Jak si¢ okaze w nast¢pnych
lekcjach DirectX bedziemy z niego czgsto korzystaé, zwlaszcza, jesli bedziemy pisa¢ wlasne shadery majace co$ wspolnego
ze $§wiattem, nakladaniem tekstur czy zaawansowanymi przeksztatceniami bryt. Bedziemy mogli go uzywac do rzutowania,
obliczania normalnych, ale konkretne zastosowania wyjda na pewno w praktyce. Tutaj nie bgdziemy sobie wszystkich
omawia¢ bo zamieszaliby$Smy za bardzo. A Zeby nie bylo, ze co$ nie rozumiemy to az sig prosi o ilustracjg:

Perspective

Przy iloczynie skalarnym musimy omowi¢ sobie jeszcze jedna ciekawa wlasciwo$¢ tego dzialania, ktora przyda nam si¢ w
grafice nie raz. Ot6z wyobrazmy sobie, ze mamy dwa wektory, z ktorych jeden bgdzie znormalizowany a drugi nie. Co to dla
nas bedzie oznaczac ? Ano kto$ zauwazyt taka interesujaca rzecz - po przeprowadzeniu operacji iloczynu skalarnego na
takich dwoch wektorach otrzymamy sytuacje jak na rysunku:

Wektor u jest wektorem jednostkowym, V nie. Interesujacy bedzie wynik iloczynu skalarnego. Z naszych wzordéw bedzie
bowiem wynikaé¢ dosy¢ prosta zaleznos¢:

Jak wida¢ warto$¢ u*v bedzie soba przedstawia¢ dlugosé odcinka, ktory powstanie po zrzutowaniu wektora
niejednostkowego, na prosta wyznaczona przez wektor jednostkowy. Taka wlasciwos¢ przyda nam si¢ przy wyznaczaniu
odlegto$¢ w przestrzeni - na przyktad przy obliczaniu odlegtosci punktu od ptaszczyzny i w kilku innych miejscach, na
pewno bedziemy jeszcze mieli okazjg si¢ z tym zapoznac.

Drugim iloczynem zwigzanym z wektorami bgdzie iloczyn wektorowy. W przeciwienstwie do poprzedniego, wynikiem tego
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dziatania bedzie kolejny wektor. Nie bede juz omawiat sztuczek z przesuwaniem wektorow i taczeniem ich poczatkow aby
miec je razem, bo ufam, ze juz doskonale to rozumiecie. Zajmijmy si¢ wigc moze tylko ta, rOwnie wazna operacja. Jak
zwykle na poczatku podam matematyczny zapis iloczynu wektorowego. Jesli mamy dane dwa wektory u =[ ul, u2, u3, ...
un]iw=[wl, w2, w3, ...wn ], to ich iloczyn skalarny bg¢dzie mial postac:

gdzie:

gdzie X jest nowym wektorem powstatym po pewnej operacji na wektorach u i w. Wigkszo$¢ z nas korzystata wiele razy z tej
operacji nawet o niej nie wiedzac. Taki pakiet jak DirectX oblicza iloczyny wektorowe przy pewnych operacjach, ktore sa
mu potrzebne nawet bez naszej wiedzy. A oblicza je po co ? - kto$ zapyta. I bardzo stusznie. Kto pyta ten na naszym kursie
duzo si¢ dowie ;). Jest wektor, wigc od razu nas korci wiedzie¢, co bedzie soba reprezentowat taki wektor. Jesli wsias¢ dwa
wektory zrodtowe i potaczy¢ razem ich poczatki to otrzymamy trojkg punktow. Wspdlny poczatek i dwa konce. Co
charakterystyczne dla punktow, ich trojka, nie lezaca na jednej linii wyznacza¢ nam bgdzie ptaszczyzng. Jedna jedyna, na
ktorej leza owe punkty a co za tym idzie i wektory, ktore to wyznaczaja nasze punkty. Wektor X, ktory utworzymy po
operacji iloczynu wektorowego bedzie si¢ charakteryzowatl tym, ze bedzie on prostopadty do tej ptaszczyzny, wyznaczanej
przez nasze wektory. A co za tym idzie bedzie prostopadly do obydwoch tych wektorow co jest oczywiste. Mam nadziejg, ze
jest to dla was zupetnie jasne. Pewne watpliwosci moze budzi¢ jedynie kierunek tego wektora. Jak tatwo réwniez zauwazyc,
wektoréw prostopadtych moze ( jesli chodzi o kierunek ) bedzie para. Jeden skierowany w jedna strong do ptaszczyzny a
drugi w przeciwna. Beda one innymi stowy lezaly na jednej linii, ale bgda skierowane w przeciwna strong. Oczywiscie, po
wyniku operacji iloczynu wektorowego, powstanie nam jeden. To, w ktora strong ptaszczyzny bedzie on skierowany zalezy
od kolejnosci, w jakiej bedziemy podawac wektory, ktore mnozymy przez siebie. Zaldézmy, ze policzyliSmy sobie wektor
prostopadty do danych dwoch. Jesli teraz wykonamy jeszcze raz operacj¢ iloczynu ale z zamieniona kolejnoscia wektorow
wejsciowych to otrzymamy wektor przeciwny do wyniku poprzedniego dziatania - czyli po prostu skierowany w druga
strong. Jest to bardzo istotne i warto to zapamigta¢. Skad bedziemy wiedzie¢ w ktora strong bedzie skierowany nasz wektor ?
Wszystko zalezy od tego jak uznamy sobie kierunki na naszej scenie. Jes§li bedziemy stosowaé technike ukrywania
powierzchni za pomoca kolejnosci rysowanych wierzchotkow to czgsto do§wiadczalnie trzeba bedzie sprawdzi¢ ktora
kolejnos¢ wektoréw tworzacych nasze trojkaty da nam pozadany efekt. Ogolna zasada jest jednak taka. Jesli uzywamy
lewoskretnego uktadu wspotrzednych ( jak DirectX ) to ukladamy nasze palce zgodnie z reguty lewej reki wzdtuz wektorow
bioracych udziat w iloczynie wektorowym. Regule t¢ mam nadziej¢ wszyscy pamigtaja. Jesli utozymy nasze palce
odpowiednio wtedy kciuk pokaze nam kierunek wektora powstatego z iloczynu. Oczywiscie przy rysowaniu w 3D nie
bedziemy mieli mozliwo$ci wlozy¢ reki do monitora i sprawdzi¢ jak beda uktadaty si¢ normalne. Jesli jednak bedziemy
renderowac powierzchnie tylko z jednej strony ( za pomoca kolejnosci wierzchotkéw ) to na pewno wektory utworzone z
wierzcholtkéw w takiej kolejnosci jak trojkaty po dokonaniu na nich operacji iloczynu wektorowego utworza normalne
skierowane w strong widocznej czgsci trojkata, ktdry same tworza. Wigkszo$¢ programoéw do modelowania 3D potrafi wreez
generowacé normalne dla nas i zapisywac je w pliku. Nie musimy si¢ wigc tym zbytnio martwi¢. Co warto jeszcze zauwazyc.
Co z dlugoscia wektora prostopadiego ? Ano, tutaj mamy taki cickawy wzor, ktory by¢ moze tez nam si¢ kiedy$ przyda, w
kazdym razie warto go zapamigtac.

|luf 1 ||w]|| to oczywiscie dlugosci wektorow sktadowych, natomiast z sinusa bierzemy warto$¢ bezwzgledna ( chyba nie
muszg nikomu thumaczy¢ co to jest ).

I znowu powstaje pytanie - po co nam iloczyn wektorowy ? Jedno juz wiemy na pewno - do obliczania wektorow
prostopadtych do danych dwoch. Moze si¢ nam to przydad, kiedy na przyktad "rgcznie" wprowadzimy jaka$ bryte i bedziemy
potrzebowac jaki§ wektoréw prostopadtych, moze bardzo si¢ przydaé przy obliczaniu kolizji na naszej scenie w jakim$
nowym genialnym silniku do gry 3D. Przyda si¢ takze do wyznaczania parametrow powierzchni, rownan i kilku innych
rzeczy. A jak wyglada ? Proszg bardzo:
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Perspeclive

No i ¢6z. To chyba by byto na tyle. Mam nadziejg, ze artykul wam si¢ spodoba i wektory juz nie beda miaty dla was od
dzisiaj tajemnic. Takich podstaw nam brakowalo od poczatku, ale tym odcinkiem zaczynamy nowa serig, w ktorej nadrobimy
nasze zaleglo$ci czysto matematyczne. Nie ma oczywiscie zadnego kodu zrédtowego, cho¢ pewnie mozna by napisac jakis
cickawy program. Moze zatem Wy wpadniecie na jakis cickawy pomyst ? Moze jaka$ fajna prezentacja dziatania na
wektorach z ich zastosowaniem w grafice 3D ? Skoro juz wszystko o nich wiecie ;)...



